Aufgabensammlung zum Buch
»#Algorithmen und Datenstrukturen* (Kapitel 7)

1 Aufgaben aus dem Buch

Zu folgenden Aufgaben, die direkt aus dem Buch entnommen sind, gibt es an der Universitat Freiburg
am Lehrstuhl Ottmann Musterldsungen. In der Version mit Lésungen sind diese angegeben. Hinter der
fortlaufenden Aufgabennummer steht in Klammern die Nummer der Aufgabe im Buch.

Aufgabe 1 (Aufgabe 7.9):

Gegeben sei die Mende4, B, C, D, E, F'} von Intervallen mit

A=1[23],B=[59],C=[1,4], D=[3,7], E =[6,8] und F = [8, 10].

1. Geben Sie einen Intervallbaum méglichst geringer Hohe zur Speicherung dieser Intervallmenge an.

2. Fuhren Sie eine Aufspief3anfrage fir den Punit 3 durch und geben Sie an, in welcher Reihenfolge
die aufgespief3ten Intervalle entdeckt werden (ausgehend vom Intervallbaum aus a)).

2 Ahnlich Aufgaben

Bei den folgenden Aufgaben handelt es sich um Aufgaben die an der ETH Zirich, am Institut fur Theoreti-
sche Informatik und an der Universitéat Freiburg im Institut fir Informatik in diversen Vorlesungen gestellt
wurden. Inhaltlich sind diese Aufgaben mit dem behandelten Stoff im Buch verwandt. Zu allen Aufgaben
gibt es Musterlésungen, die allerdings nur in der Version mit Lésungen enthalten sind.

Aufgabe 2:

Fur den Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hiille miissen wir testen, ob ein-Ruikter rechten
Seite von der geradéam liegt.
1. Beweisen Sie, dalR das Vorzeichen der Determinante
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entscheidet, ob auf der rechten oder linken Seite liegt.

2. Zeigen Sie, da[{D| doppelt so groB ist, wie die Dreiecksflache ygr undr-.

Nutzen Sie hierbei den folgenden Sachverhalt: Fir den Iahalbhes unregelmafiigenEcks in der Ebene
mit den (entgegen dem Uhrzeigersinn gelesenen) Endpuiikiens), (z1,y1),-- -, (Tn,yn) = (xo,Yo)

gilt:
n—1
A= ;(l’kykﬂ — T4 1Yk)



Im Uhrzeigersinn gelesene Endpunkte ergeben den \Art

Aufgabe 3:

Zeigen Sie den Satz von Euler

SeiG ein kreuzungsfreier Graph in der Ebenelie Anzahl der Knotery, die Anzahl der Kan-
ten, f die Anzahl der Flachen (inklusive der unbegrenzten auf3eren Flache)diacAnzahl
der Zusammenhangskomponenten. Dannugilte + f = ¢ + 1.

durch vollstandige Induktion.

Aufgabe 4:

Wenn es im Vergleich zur Anzahl der Eingabepunkteenig Eckpunkté: in der konvexen Hulle gibt so

ist es ginstiger, einen Algorithmus zu konstruieren, der sowohl in Abhangigkeit wad® auchn steht.
Betrachte 0.B.d.A. nur die Berechnung obere Hiille. Die Idee ist es, ausgehend vom linkesten Punkt die
Punkte auf der Hulle nacheinander zu bestimmen.

1. Beschreiben Sie die Vorbereitungen und den Gang Uber die Hiille genauer.

2. Was ist die erzielte Laufzeit Ihrer Implementation?

Aufgabe 5:

Furn orthogonale Objekte in der Ebene bieten sich Divide-And-Conquer Algorithmen zur Lésung von geo-
metrischen Problemen an. Es gilt das folgende algorithmische Priradlp:Objektmenge klein genug, I6se

das Problem direkt, sonst zerteile das Problem in (mdglichst) gleichgrof3e Teilprobleme (devide) und l16se
die Teilprobleme rekursiv (conquer), anschlieRend flge die Teillésungen zu einer Gesamtlésung zusammen
(merge) Der Vorteil von DAC Algorithmen ist ihre Einfachheit, selten werden komplizierte Datenstrukturen
verwendet.

Anstatt die Objektmenge in nur zwei Teilmengen aufzuteilen, zerlegt eine vertikale Gerade die geometri-
schen Objekte allgemein in drei Teile: Die Objekte die vollstandig links bzw. rechts von der Geraden liegen
und die Objekte, die von der Geraden geschnitten werden. Fir das folgende Problem beschreiben Sie die
sich ergebenen FallunterscheidungemMerge Schritt und zeigen Sie, daf? Ihr AlgorithmQ$n log n) Zeit

undO(n) Platz benétigt.

Test auf orthogonaler SegmentschnittSei S Menge horizontaler und vertikaler Segmente in getrennter
Darstellung(L, R, V'), d.h. eine Menged. von linken, eine Menge? rechten Endpunkten horizontaler
Segmente und eine Mendé vertikaler Segmente. Gesucht ist die Antwort auf die Frage, ob &sdim
Paar sich schneidender Segmente gibt.

Aufgabe 6:

Die optimaleTriangulation eines Polygo® = (v, ...,v,_1,v,) Mitn + 1 Knoten ist definiert fir eine
Gewichtsfunktionw, die durch die Seiten und Flachen der Triangulation festgelegt ist. Das Problem ist es,
eine Triangulation zu finden, die die Summe der Gewichte minimiert. Eine moégliche Gewichtsfunktion ist
z.B.w(Av;vjug) = |vvj| + |vjuk| + |vgvs|, wobeilv;v;| der euklidische Abstand vdim;| zu |v;] ist.

Die entscheidende Betrachtung ist die Substruktur einer optimalen Triangulation: Eine optimale Triangula-
tion, die das Dreiecl\vyuyv,, enthalt, zerfallt in zwei Polygongy, v1, - . -, v) und (vg, Vkt1,-- -, Un)s

deren geerbte Triangulation wiederum optimal ist.



Seit[i, j] das Gewicht einer optimalen Triangulation des Polydefs;, . . ., v;), dannist initialt[s, i] = 0.
Beschreiben Sie, wie die Tabelle der Weifiej], 1 < i < j < n dynamisch aktualisiert werden kann, um
einenO(n?) Algorithmus zurw-optimalen Triangulation eines Polygons zu erhalten.

Aufgabe 7:

Beantworten Sie die folgenden zwei Fragen zur Triangulation von Polygonen und begriinden Sie lhre Ant-
wort!

1. Kann man zu jedem Eckpunkt eines einfachen Polygons eine Diagonale finden?

2. Laft sich jedes einfache Polygon so triangulieren, dal jedes Dreick héchstens zwei Nachbardreiecke
hat?

Aufgabe 8:

Zum Verstandnis der lineare Optimierung dienen die zwei folgenden Aufgaben:

1. Wieviel potentielle Extrempunkte gibt es in einem linearen Programmuridriablenz,, ..., z,
mit z; > 0 undm weiteren Nebenbedingungen maximal?

2. Minimieren Sie graphisch die Zielfunktian— y in derzy-Ebene mit den Nebenbedingunger<
x<3,0<yund2y —a <3.

Aufgabe 9:

Finden Sie die Trapezzerlegung inklusive der assozierten Datenstruktur fiir die folgende Segmentmenge in
der Ebene.
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In dem inkrementellen Algorithmus sollen die Segmente in der Reihenfolge ihrer Numerierung behandelt
werden.

Aufgabe 10:

Randomisieren Sie die Berechnung zur konvexen Hiille. Der Algorithmus startet mit einem beliebigen Drei-
eck K H3 = p1paps3. Seiz ein innerer Punkt ung;, ¢ > 3, ein Punkt auf3erhalb der derzeitig berechnteten



konvexen HilleK H;_,. Dann hatzp; einen Schnitt mit einem Segmewin K H;_,. Durch einen Kan-
tenlauf vone aus werden so lange Kanten eliminiert, bis die Tangentenpuldted b von K H;_; zu p;
erreicht werdenK H; ergibt sich aus dem Zusammenschluf3 yerund K H; ;. Dabei werden weiter
Schnittsegmente aufgesucht uRdZ; ; letztendlich unp; erweitert.

Die Segmente werden durch Verweise (Zeiger) in einem Artayerwaltet: Fir jeden noch nicht ein-
gefugten Punkp; € {p;,...,pn} wird diejenige Kante innerhalb voR H;_; gespeichert, die voRp;
geschnitten wird. Falls ein Knoten schon innerhalb der konvexen Hille liegt, so ist der Verweis leer. Die
von den Punkten aus adressierten Segmente verweisen wiederum auf die jeweiligerp Pankiek.

1. Beschreiben Sie, wie bei gegebenen Puynlaul3erhalb der Hlllé H; ; und gegebenen Tangen-
tenpunkterw undb das ArrayA aktualisiert werden kann.

2. Wirsagen ein Punlg; mit; < j steht mitp; im Konflikt, wennzp; eine Kante voriK H;_; schneidet,
die beim Einfigen vom; entfernt wird. Die Laufzeit des Verfahren ist durch die Anzahl der Kon-
fliktpaare beschrankt. Geben Sie ein worst-case Beispiel an, in dem die Anzahl aller Konfliktpaare
quadratisch ist.

Aufgabe 11:

Planen Sie in drei Schritten einen Weg von Startpunkum Zielpunktg fir den gegebenen Robotor
(Referenzpunkt sei dessen Spitze) in der folgenden Umgebung:

1. Projektion des Konfigurations- in den Arbeitsraum.
2. Trapezzerlegung des Bereichs inklusive der Elimination von Objekttrapezen.

3. Planung des Weges entlang der Trapez- und Seitenmitten.

Aufgabe 12:

Gegeben sei ein punktférmiger Roboter, der nur Gber einen Tastsensor und einen Winkelzahler verfigt.
Dieser Zahler kann auf 0 zurtickgesetzt werden und gibt danach zu jedem Zeitpunkt die Summe der Winkel
der ausgefiihrten Drehbewegungen an. Dabei werden Linksbewegungen positiv, Rechtsbewegungen negativ
gezahlt. Bei einer Wandberiihrung dreht sich der Roboter nach rechts. Der Robotor kann einer Richtung und
einer Wand folgen, z.B. mitepeat folge Richtunguntil  Wandkontakbder mitrepeat folge Wand

until  Winkelzahler= 0. Versuchen Sie sich an einem Algorithmus, der in einem polygonalen Labyrinth
einen Ausweg findet, soweit er existiert.



Nehmen Sie als Beispiele die folgenden einfache Labyrinthe mit Startpunkt

Aufgabe 13:
Gegeben sei die folgende Menffevon 7 Punkten in der Ebene:
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1. Geben Sie das Voronoi-Diagramm vBran.

2. Geben Sie eine doppelt verkettete Kantenliste an, beschrankt auf alle Kanten der Voronoi-Regionen
der Punkted, B undC ausVor({4,B,C,D,E,F,G}).

3. Zeigen Sie graphisch, wie man aus den Voronoi-Diagramm fur die MepdeB, C} und{D, E,
F,G} das Voronoi-Diagramm fiur die gesamte Punktmenge konstruieren kann (Merge-Schritt des
Divide-and-conquer Algorithmus).

Aufgabe 14:

Zeigen Sie: Fir ein Voronoi-Diagramior(P) zur Punktmengé® = {p,...,p,} gelten die folgenden
beiden Aussagen:
1. Ein Punktg in der Ebene ist ein Knoten Mor(P) genau dann, wenn der groRte leere Ki€js(q)
bezlglichP um ¢ drei oder mehrere PunkteausP auf seinem Rand besitzt.

2. Die Mittelsenkrechte (der Bisektor) zwischen den Punkteond p; (beide ausP) definiert eine
Kante inVor(P) genau dann, wenn es einen Puiqkt der Ebene gibt, so daf3 der grofite leere Kreis
Cp(g) sowohlp; undp; auf dem Rand enthélt, aber keinen weiteren Punkiraus



Aufgabe 15:

Zeigen Sie: Die obere konvexe HullEH eine Punktmeng® entspricht im Dualraum der unteren Einhul-
lendenc& (fur lower envelope) voP*. Dabei istCE (P*) durch das Minimum dey Werte allerp* ausP*
gegeben.

Aufgabe 16:

Betrachten Sie das Parabolaid= z? + y? im 3-dimensionalen Raum und einen Pupkt (p,, p,,0).
Weiterhin sei die folgende dem Punkassoziierte nicht vertikale Ebene= 2p,z + 2p,y — (p? +p§) mit
h(p) bezeichnet.

1. Zeigen Sie: Die Ebenk(p) ist eine Tangentialebene an das Paraboloid zum Puokd schneidet
eine (inz Richtung gelegene) Vertikale durch den Pugpkt (¢., gy, 0) laufende Gerad&' in dem

Punkts = (¢x, Gy, 2p2Gx + 2pyqy — (P2 + P}))-

2. Zeigen Sie: Die vertikale Distanz zwischennd dem Schnittpunkt’ von G mit dem Paraboloid ist
das Quadrat der Distanz zwischeandyq.

3. Zu einer Punktmeng® = {pi,...,p,} sei H definiert als Mengdh(p)|p € P} der Tangential-
ebenen an das Paraboloid. Desweiteren sei die obere Einhidih{@¢) die Flache, die sich durch
das Maximum det-Werte aller beteiligter Ebenen i zusammensetzt. Zeigen Sie: Die Projektion
vonU&(H) auf diexy-Ebene ist das Voronoi-Diagramm véh Veranschaulichen Sie sich dabei die
Situation in einer Dimension niedriger.

Aufgabe 17:

Sei P ein Menge vom Punkten in der Ebene, von denen keine vier auf einem Kreis liegem,ypé, p3 €
P. Beweisen Sie, dal3 die Delaunay-Triangulation der duale Graph des Voronoi-Diagramms ist.

Aufgabe 18:

Sei P ein Menge vom Punkten in der Ebene, von denen keine vier auf einem Kreis liegem,ypél, p3 €
P. Seipip; eine Delaunaykante mit angrenzenden DreiedRém, , p», ps) und D(p1, p2, ps). Zeigen Sie,
daf3 die Voronoi-Kante zwischen undp-, das Liniensegment zwischen den Umkreismittelpunkten von

D(py,p2,p3) undD(p1, pa, ps) ist.

Aufgabe 19:

Beweisen Sie, dal3
1. die Delaunay-Triangulation den maximalen Umkreis minimiert;

2. die Delaunay-Triangulation den maximalen enthaltenden Kreis minimiert.

Aufgabe 20:

Sei P ein Menge vom Punkten in der Ebene, von denen keine vier auf einem Kreis liegenGBieriel-
GraphG(P) von P ist wie folgt definiert: Eine Kante =<p;, p»> mit p;, p» € P gehort zuG(P), falls
furalleps € P\ {p1,p2} gilt, daly

(d2(p1,p3))? + (d2(p2,p3))? > (da(p1,p2))?
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Abbildung 1: Eine Kante der Delaunay-Triangulation schneidet die duale Voronoi-Kante.

ist, wobeid, den euklidischen Abstand zwischen zwei Punkten bezeichne.
1. Zeigen Sie, daf3 der minimal spannende BaumRain Teilgraph des Gabriel-Graphen ist.

2. Zeigen Sie, daB jede Kante des Gabriel-Graphen auch eine Kante der Delaunay-Triangulation ist.

3. Zeigen Sie, daB € DT'(P) genau dann eine Kante v@f( P) ist, fallse die Kantee' des Voronoi-
Diagramms schneidet—wobéidie zue duale Kante ist (vgl. Abbildung 1).

4. Geben Sie einen Algorithmus an, der in einer Zeit @{m) den Gabriel-Graphen berechnet, falls
die Delaunay-Triangulation gegeben ist.

Aufgabe 21:

Gegeben sei die Mended, B, C, D, E, F'} von Intervallen mitA = [2,3], B = [5,9], C = [1,4], D =
[3,7], E =[6,8 und F' = [8,10].

1. Geben Sie einen Intervallbaum mdglichst geringer Héhe zur Speicherung dieser Intervallmenge an.

2. Fihren Sie eine Aufspiefanfrage fir den Punit 3 durch und geben Sie an, in welcher Reihenfolge
die aufgespief3ten Intervalle entdeckt werden (ausgehend vom Intervallbaum aus (a))



