Liniensegmentschnitt

Motivation Uberlagerung von Karten,
Problemformulierung

Ein einfaches Problem und dessen Losung mit
Hilfe des Sweep-Line Prinzips

Output-sensitiver Liniensegmentschnittalgorithmus

Doppelt verkettete Kantenliste
Uberlagerung von 2 ebenen Graphen

Boolsche Operatoren flr einfache Polygone

(LEDA)
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Karten

uﬂimnits./- Ny

inikum

unentbehrlich, aber auch frustrierend
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Segmentschnittproblem

Kartentberlappung in Geographischen IS

~

Stral3enkarte Fluld Kombinierte
Karte

1. Schnittpunkte liefern wichtige Informationen.
2. Duch Diskretisierungen kann ein Flul3 als
abschnittsweise linear angesehen werden.
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"Naives" Verfahren

Problemstellung:

S={s1,...,sn} Segmente, si = {(x1,y1),(x2,y2)}

Gesucht: Alle Schnittpunkte.

Der Schnitt zweier Linien laf3t sich in O(1)
berechnen.

Trivialer Ansatz liefert O(n"*2) Vergleiche.
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Ein einfacheres Problem
cp GH

lIILlI

AB o
Geg: Menge vertikaler Segmente

Sichtbarkeit

Ges: Alle Paare gegenseitig
sichtbarer Segmente

Auch hier: Naives Verfahren in O(n"2)

Beobachtung: 2 Segmente s und s’ gegenseitig sichtbar
<=>ex. y mit s und s’ unmittelbar benachbart
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Algorithmus

Sei Q Menge der Anfangs- und Endpunkte

und T Menge der jewells aktiven
Liniensegmente
cp GH

IMI

AB
EF

while Q <> {}
P = Q.Minentfernen

if (p Startpunkt) T = T{s}
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| ABCE!GH

AB!EGH

Gebe Nachbarn (s,s’) und (s,s") von s aus

else
T=T-{s}

Gebe Nachbarn (s’,s") von s aus
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Sweep-Line Prinzip

Imaginare Linie
bewegt sich In
y Richtung

Jeder Punkt ist
ein Ereignis.

Eingabe: Eine Menge (iso-orientierter) Objekte
Ausgabe: {Problemabhangig}
Q: objekt- und problemabh. Folge von Haltepunkten

"Event Queue”
T: angeordnete Menge der jeweils aktiven Objekte

"Status Struktur"

while Q<> {}
wahle nachsten Haltepunkt aus Q und entferne ihn
update (T)
gib problemabhangige Antwort aus
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Datenstrukturen

Ereignis-Queue:
Allgemein: Einfigen, Suchen und Loschen

O(log m) Zeit bei m Elementen in Queue.
Balancierter Suchbaumt Ordnung

p<qg <=> py<qy oder (py=qy und px<gx)
Zumeist reicht: Einfugen und Minentfernen
Vorrangwarteschlange (z.B. Heap, O(log m))

Status Struktur

Balancierter Suchbaum.
Knotenbeschriftung dient zum Routen.
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Beispiel: Segmentschnitt
Q
A
B
C
D
C. E
E
B.
A.
D.
E.

Anzahl Operationen auf Q <= 2n+k= # Schnitte
Anzahl Operationen auf T <= 2n+k

=> Zeitaufwand O((n+k) log n)
Output-Sensitiv
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Sonderfalle— |1
4

AN

Algorithmische Geometrie - SS 99 - Th. Ottmann
0 AP



Behandlung der Ereignisse

VerarbeiteEvents(p)

If (S(p) enthalt mehr als ein Segment)
Gebe p als Schnittpunkt aus

Losche L(p)1 C(p) in T, Fuge U(p) C(p) in T ein

if (U(p)O C(p) ={})
sl und sr linker und rechter Nachbar in T

If (Schnitt(sl,sr) unterhalb Sweep) Q £ Qchnitt
else

s’ linkestes Segment vatip) 0 C(p)
sl linker Nachbar in T

If (Schnitt(sl,s’) unterhalb Sweep) Q £1(GBchnitt
s" rechtestes Segment \ip) O C(p)

sr rechter Nachbarvons"in T
iIf (Schnitt(s",sr) unterhalb Sweep) Q 8 Qchnitt
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Ein einfaches "Nachbarschaftslemma"

Lemma: Seien si und sj zwel nicht-horizontale
Segmente mit Schnittpunkt p. Dann gibt es
ein Ereignis oberhalb von p, indem si und s;

Nachbarn werden.

si/N

oSJ

Bewels:

Sei | so nah an p, dal3
si und sj nebeneinander liegen.
Da si und sj zu Anfang des Algorithmus

nicht benachbart sind, gibt es ein Ereignis q
an dem si und sj Nachbarn werden (und

auf Durchschnitt gepruft werden).
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Korrektheit

Invariante: Schnittpunkte oberhalb der Sweep-Line korrekt

Induktion Uber die Anzahl von Elementen in Q
Fall 1. Schnittpunkt p ist Endpunkt eines Segmentes

in Q und U(p) => Segment mit p gespeidhstial)
In Q und L(p)d C(p) => Segment in T enthalten (derzeit)
=> Segmente und p gefunden und korrekt berechnet

Fall 2: p nicht Endpunkt. z.Z. p wird in Q eingeflgt
Seien si und sj zwel benachbarte Segmente

Lemma =>] Event oberhalb von po daf3
si und sj Nachbarn werden

si und sj werden auf Durchschnitt gepruift und
p eingeflgt

=> p wurde in Q gefunden und gespeichert
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Laufzeit

Einflgen der Endpunkte: O(n log n)
m(p) = |L(P)|+|U(p)|*+|C(p)| und m = m(pl) + ... + m(pn)
=> Laufzeit O(m log n)
Sicher m = O(n+k) mit k = Outputlange
(wenn m(p) > 1 werden Segmente ausgegeben)
Ziel: m = O(n+1) mit | = #Schnittpunkte
m(p) <= Verzweigungsgrad des Knotens p
=> m <=2 |E| mit E = #Kanten
V| = 2n+l und in planaren Graphen |[E| = O(|V])
2.Z. |[E| = O(|V])
Euler: |V| - |[E| + |F| >= 2
F=FlachenEs gilt |F| <= 2|E|/3
=> 2 <=(2n+l)-|E|+2|E|/3
Damit |[E| <= 6n+3I-6
und m <= 12n +61-12
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Doppelt verkettete Kantenliste

3 Records
vertex {
Coordinates
Incident Edge
b
face {
OuterComponent
InnerComponest
};
Z2.B. halfedge {
Knoten1 = {(1,2) | 12} Origin
Flache 1={15 | [67] } fwin
IncidentFace
Kante 94 ={4|45|1| 43|15} Next
Prev

£
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Uberlagerung

Sl/r 3

U(S1,S2)

S2

Plane Sweeben nach unten)
Datenstrukturen: Status Struktur T, EventQueue Q
Doppelt verkettete Kantenliste D

Kanten in Q und D sind kreuzweise miteinander verbunde

Wiederverwendung von Kanten, da Orientierung
erhalten bleibt
Aktualisierung von T und Q wie Segmentschnitt

2 Phasen: Kanten und Ecken
Flachen
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Kanten und Ecken

Beispiel: Kante einer Komponente schneidet Knoten
der anderen

zwel halfedge Records €', e"
mit v als origimenerieren

setze twin-Pointer und
verdoppele Kanten

next und prev an den Eckpunkten
setzeand Nachbarrvon e

aktualisieren

next und prev an v setzen
Zyklische Ordnung

=> Zeit O(1+deg(v)) an einem Knoten
=> Zeit O(n log n+k log n) insgesamt, k Kompl. U(S1,S2)
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Flachen
Unterscheidung innen und aul3en durch®180 Argument

a

; \/' \"\\ CK;;:E) ?eunr!fUr linkesten
=
\C\g/f

Unterscheidung gleiche Flache

@ Locher
@ (D
AuBen ‘
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Konstruktion von G

\ 4
P
¢

VAN

Satz Verbundene Komponenten bilden eine Flache
G kann in O(n+k) konstruiert werden
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Boole’sche Operationen fur Polygone

Pl

51~ P2  Neue Flachen in Uberlappung
©>10P2  Alle Flachen in Uberlappung
01- P2  Alte Flachen - neu generierte Flachen

=>Sel n = |P1| + |P2]
Alle 3 Operationen konnen in O(n log n+k log n)
berechnet werden. k ist die Outputgrofe
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data

library of structures
LEDA  fiicient  and

algorithms
http://www.mpi-sb.mpg.de/~LEDA/leda.html

Installiert unter
/usr/local/leda/v3.6.1
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= LEDA 3.5.2 {c) 1991-1997 Max-Planck-Institut fuer Informatilk FF
segments 32 |
grid size 21

algorithm ¥ |[sueeg

mouse | rand | save | load | vrun | graph | quit
sweep V| =148 |E| = 214 t= 0.03 sec
=] B | - |
]
-]
= =

it g
| ra

Beispiel

Segment-
schnitt

Al



LEDA FPolygon Demo

?

Ol®le)

E}{'itl

P.intersect{@): (area = £219572.593)

Beispiel

Polygon-
schnitt

Al



= 3D Convex Hull Demo

input [cube  _ ball |square| para | mesh |sphere| line |

points [ O 1000 | 2000 | 4000 | 8000 | 16000 | 32000 |
+ 166 I

setup [ fiter _trace | check |["elim | solid [edges

gen | run | step | join | setup| exit |

Beispiel

3D konvexe
Hulle
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