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1 Matroide

Ein Mengensystem Z Uber einer endlichen Menge M
heil3t Unabhangigkeitssystem falls

1.0
22 ACBCM,BeIT=AcT.

Ein Unabhangigkeitssystem (M, T) ist ein
Matroid, wenn gilt:

Austauscheigenschatft:
Ist A, B € Z mit |A| < |B|, dann gibt es ein
r € B\ A,sodaR AU {z} € Z.

Austauscheigenschaft: Durch |B \ A|-fache Anwendung
der Matroid-Eigenschaft kann man |A| Elemente von B
durch die Element von A ersetzen.
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2 Beispiel

M~ = Menge E der Kanten von G

T ist wie folgt definiert:
A€eZngdw. A C Mgund G4 = (V, A) ist azylisch
(A induziert einen Wald).

Q

G

Satz: (Mg, Zg) ist ein Matroid.
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3 Maximale Teilmengen

x € M ist eine Erweiterungvon A € Zgdw. AU {z} € Z
Gibt es kein Erweiterung von A, so heilst A maximal in Z.

Satz: Alle maximalen Teilmengen in Z haben die gleiche
Grol3e.

Beispiel:

GG ungerichteter, zusammenhangender Graph

= maximale Teilmengen von (Mg, Z) induzieren
spannende Baume
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4 Gewichtete Matroide

Gewichtsfunktion: w : M — IR

Gesucht: A € Z, A maximal, das

w(A) = ) w(z)
TEA
maximiert.
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5 Greedy Algorithmus

Greedy-Matroid
Input:  Ein Matroid (M, Z) mit Gewichtsfunktion w
Output: Ein maximales A € Z, das w(A) maximiert
1 sortiere die Elemente in M nach absteigendem
Gewicht:
w(z1) > - > w(zn)
2 Ag =10
3fort=1tondo
4 fA_1U{z;}eT
) then A, = A;_1 U {z;}
6 else A, = A;_1
7/ return Ap
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6 Korrekthelt

Satz: Sei (M,Z) ein Matroid mit Gewichtsfunktion w.
Dann liefert der Algorithmus Greedy-Matroid ein
maximales A € Z, das w(A) maximiert.

Beweis: Sei (M,Z) ein Matroid mit Gewichtsfunktion w.
Sei M = {z1,...,zn} Mitw(x;) > w(z;41),
1=1,...,n— 1. Ferner sel

Ap = {xil, . ,a:'z-k}
die von Greedy-Matroid berechnete Losung mit
w(z;) > w(xil+1)’ l=1,...,k—1.

Offensichtlich ist A; € Z eine Invariante der for-Schleife.
Wir zeigen zunachst durch Widerspruch, dal3 A,
maximal ist. Denn angenommen es gibt ein B € Z mit
|B| > |A|. Dann gibt es nach der Austauscheigenschatft
einz; € Bmitz; ¢ Ap und Ap, Ux; € Z. Da z; von
Greedy-Matroid verworfen wurde, gilt A;_1 U {xj} Z T
Im Widerspruch zu

Aj_1U{z;} C AUzl ez
und der Tatsache, dal} Z ein Unabhangigkeitssystem ist.
Als zweites zeigen wir, dal3 A, maximales Gewicht unter

den maximalen Elementen von Z hat. Angenommen es
gibt ein maximales B € Z mit w(B) > w(An). Sei

B = {a:'jl,...,a:jk}.
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mit w(zj,) > w(le+1)' (Da A, und B maximal sind, hat
B die gleiche Anzahl von Elementen wie A,,.)

Da w(B) > w(Ay), gibt es einen Index [ mit
w(z;,) > w(x; ). Seil der kleinste solche Index.

Wegen w(zj,) > w(x;) und der absteigenden
Sortierung der x; gilt, 5; < ¢;. Wir wenden nun die
Austauscheigenschaft auf die Mengen

S = Ail—l = Ail_l = {Zvil, ces ’xil—l} und
T = {a:jl, e ,le} an. Da |S| < |T|, gibt es ein
rj, €T\ SmitSu {:Ujm} € Z. Wegen
T, € {a:jl, . ,a:jl} und der absteigenden Sortierung
der z; qilt:
gm < gy <dp— 1.
Greedy-Matroid hat =, zum Zeitpunkt jn, verworfen, da
T jm ZS = Ail—l ) Ajl D) Ajm' Da
Aj,—1U{zj, } C SU{x;, | € Tist, folgt
A 1 U {xjm} € Z und Greedy-Matroid hatte =, zum
Zeitpunkt 5,, wahlen mussen.



